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摘 要 : 利用 锥 上 的 混合 单调 算 子 不 动 点 定理 ， 本 文 研究 了 一 类 四 阶 奇 异 非 线性 微分 方程 的 边 值 问 题 ， 即 
一 类 弹性 梁 方 程 问题 。 在 力学 上 ， 该 方程 描述 了 两 端 固 接 的 弹性 梁 的 挠 度 。 该 文 在 非 线 性 项 是 混 
合 单调 的 条 件 下 ， 得 到 了 该 方程 正解 的 存在 唯一 性 。 作 为 主要 结论 的 应 用 ， 我 们 给 出 了 一 个 例 


子 。 
关键 词 : 边 值 问题 ， 混 合 单调 算 子 ， 不 动 点 定理 ， 弹 性 梁 方 程 ， 唯 一 性 
分 类 号 : AMS(2000) 34B15; 34B18 中 图 分 类 号 : 0175.0 文献 标识 码 : A 
1 引言 


在 本 文中 ， 我 们 将 研究 下 面 四 阶 非 线 性 奇异 边 值 问题 解 的 存在 唯一 性 


z"(t)-Af(t,z), 0«t«1, 
z(0) = 2/(0) = z(1) = z'/(1) — 0, 


(1) 


其 中 入 > 0, f € C!((0,1) x (0,4-oo), (0, 十 oo))。 非 线性 项 f(t,zx) 不仅 在 t = 0 和 /或 1 处 可 以 
ETE, YES = 0 处 也 可 以 有 奇 性 。 

在 全 文中 我 们 约定 : f(t,x) = q(t)(g(z) - h(z)), t e [0,1]， 其 中 g : [0, oo0) 一 [0, 00) 是 连续 
递增 的 函数 ，h : (0, co) 一 (0, co) 是 连续 递减 的 函数 。 

在 许多 的 文献 里 ， 四 阶 两 点 边 值 问题 受到 极 大 的 重视 ， 如 文献 [1-9， 这 源 于 在 弹性 力学 中 
的 应 用 ， 边 值 问 题 (1) 描述 了 两 端 刚性 固定 的 弹性 梁 的 挠 度 。 在 文献 人 中 ， 马 和 Tisdell 研究 
了 问题 (1) 的 特例 形式 ft z) = p(t)z^ RA € (0,1)。 在 本 文中 ， 避 免 了 混合 单调 序列 的 构造 ， 
而 是 运用 这 个 混合 单调 算 子 的 一 个 不 动 点 定理 00141， 考 虑 边 值 问题 (1) 正解 的 存在 性 与 唯一 
性 。 


2 ”预备 知识 
令 忆 是 Bananch 空间 马 的 一 个 正规 锥 ， 并 且 e € P, jlel| < 1, e 关 9， 定 义 
Q. = {y EP1y 关 9, 存在 常数 m，M 使 得 me € y < Me]. 


定义 2.103] 假定 4 : Q。 x Q。 一 Q。。 称 A 是 混合 单调 算 子 ， 如 果 4 对 于 xz 是 递增 的 ， 
而 对 于 y 是 递减 的 ， 即 对 任何 y € Qe» WR r < T2 (21, £2 € Q.) Jl] A(z1, y) < A(z2, y): 对 
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任何 x cQ. Ry € (wy E Qe) WAI, y) > Alz, y): 称 y* 是 4 的 一 个 不 动 点 ， 如 
R A(y* y) — y*- 
定理 2.103 假定 4 : @。x Qe 一 Q。。 是 奇异 混合 单调 算 子 ， 并 且 存 在 一 个 常数 w E 
(0,1)， 使 得 l 
A(tm 2A), Ve veQs te (0,1) 
成 立 ， 则 4 存在 唯一 不 动 点 zx* E Q。， 此 外 ， 对 任何 (x0, uo) € Qe x Qe， 
Tn = A(xn-1, Un-1); Yn = A(yn—1; Tn-1), n 一 1,2, NUN 
满足 zn z*,y.— z*, Ez. t| = o0 —7?^), lys 7 z*|| 2 o(17 7); re (0,1). "是 
一 个 与 (zo,yo) 有 关 的 常数 。 
定理 2.20112 假定 4 : Q。 x Q。 一 Q。 是 奇异 混合 单调 算 子 ， 并 且 存 在 一 个 常数 a € 
(0, 1)， 使 得 
A (tz, Jj 219A(z,y) Vr,y EQe, te(0,1) 
成 立 ， 如 果 必 是 方程 A(z,zx,) = 和 Az 中 Qe。 的 唯一 解 ， 那 么 jz eil — 0, (A 一 Ao). in 
果 a e (0,4) WAO < Xi «A Sz; 过 2 Ti Z ri E 


ei 
lim lal = 0， dim lall = +00 


3 ”主要 结论 
这 一 节 我 们 将 讨论 奇异 边 值 问题 (1) 正解 的 存在 了 歇 一 性 。 现 在 我 们 用 G : [0,1] x [0,1] — 
[0, +00) 表示 边 值 问题 (1) 的 Green 函数 。 众 所 周知 


cu 1] ?(-3s?(3s—-t—-2ts), 0<t<s<1, 
t,s)= = 
6 | s2(1—t)2(3t—s—2ts), 0<s<t<1. 


引 理 3.1 le(t)e(s) < G(t, s) < elt) 和 G(t,s) < e(s); RE e(t) = t2(1 —t)2t, s€ [0,1]. 
3]383.2 问题 (1) 有 正解 当 且 仅 当 


ade f "Gü,sf(sa())ds, te 0,1], 


有 正解 。 
通过 使 用 引 理 3.1 和 引 理 3.2， 问 题 (1) 的 每 一 个 解 都 满足 


1 1 
x(t) = af G(t, s) f (s, z(s))ds < af e(s)f(s,z(s)ds, te [0,1], 


因此 i : 
SESS n G(t, s)f(s,z(s))ds < A T e(s) f(s, 2(s))ds, 
并 且 
1 
ait) 5 f G(t, s)f (5, 2(s))ds 
> ge f eis a(s)ds > elel, +€ [0,1 
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令 P= {x € C[0,1] | z(t) 20 Vvte[01). S, P Æ Banach 空间 Cl0,1] 的 一 个 正规 
锥 。 定 义 算 子 T: C([0, 1], [0, -o9)) — C([0, 1], [0, 十 co)) 如 下 


T(z(t) = 入 Í "Oy ds. Led (2) 


显然 ，z 是 方程 (1) 的 解 当 且 仅 当 z 是 算 子 了 的 不 动 点 。 
定理 3.1 ”假如 存在 c (0,1) 使 得 


g(tz) > *g(z), At-iz) > t?h(z), (3). 


对 所 有 te (0,1) 和 z > 0 成 立 并且 g € C((0, 1), (0, 00)) 7E 
1 
/ t7 (1 — t) ?^q(t)dt < +00. 
0 


那么 方程 (1) 有 唯一 的 一 个 正解 z(t)。 如 果 0 < Ai <A Jos, 
如 果 aw e (0,4) WA 


< Tj > T É PE 进一步 ， 


Jim le] 0 im fli] = +00 


证 明 ”根据 条 件 (3) ROT. A 


hf(2) > iQ), h(tz) < 二 Ma， h(t) < TM EUU ERD UM 
g(tz) > t*g(z), glt) 2 :*9(), g(z)taz^g(), t€(01, z»0 G) 


成 立 。 
4 e(t) (1—t)?, t& [0,1]， 很 明显 llell < 1。 现 在 我 们 令 


Q. - [se P| EO < z(t) < Me(t), t € (0,1)}, (6) 
这 里 M > 1 的 选择 满足 


1 


1 1 Dx 
M > max { [x f oods+ MO) f q(s)e *(s)ds | ; 
1 1 ond. 
Det) f E E EEST, I e(sa(s)as] 77 Y. (7) 
首先 ， 对 任何 xz, yE Qe» 从 (6) 我 们 有 
Alel) < (Melt) < (M) < M*aQ), ht) < (Beld)) < MHR), (8) 


Olt) 2 e(57«(0) > MHI), halt) > hMelt)) > h(M) > M-*h(1) (9) 


成 立 。 
关于 任意 的 z, ye Qe, ENAT 


T(z, y) =A J G(t, s)g(s)(g(z(s)) --h(y(s))ds, te 10,1) 
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我 们 先 来 说 明 工 : Qe x Qe 一 Qu. 对 任何 z, y € Q。， 由 (8) 可 以 得 到 


1 1 
zeng < e) [uat f alsjds + MA) f aoc “Gds] 


I^ 


1 1 
aret) Dato f «yis An) | a(s)e-^(s)ds | 
< Me(t), te [0,1]. 


另 一 方面 ， 由 (9) 可 以 得 到 


1 1 
T(z,y)(t) 2 Ae(t) [ M78) n e1*? (s)G(s, s)g(s)ds + M ^h(1) f e(s)a(s)ds | 


IV 


1 1 
M-*e(t) [X91) f e1ta(s)G(s, s)a(s)ds + Ah(1) f e(s)a(s)ds] 
0 0 
1 
> elt), telo 
所 以 , 工 的 定义 有 意义 ， 并 且 T(Q。x Qe) C Q。。 接 下 来 ， 对 任何 Le (0,1), A 


1 
T(lz,1I-!yy(t) > A f G(t, s)a(s) [1°g(z(s)) + I*h(y(s)) ]ds 


= l*Ax(z,y)(t, te [0,1]. 


成 立 。 

因此 定理 2.1 和 定理 2.2 的 条 件 都 成 立 。 即 存在 唯一 的 一 个 zx € Qe EBT, 23) = zi X 
立 。 且 对 给 定 的 入 200, c; 是 方程 (1) 的 唯一 正解 。 进 一 步 ， 定 理 2.2 意味 着 : WRO < Xi < 
Ag 成立， 那么 政 (t) € 23, (0), z3, (5) v 23, (0) Br. 并且， 如 果 还 有 a < (0,3) W 


Jm la 和 = 0， im el = +o0. 

Bj 考虑 奇异 边 值 问题 z% 人 (办 + Aluett) - z-*(t)) = 0, t € [0,1], z(0) = z'(0) = z'(1) = 
z(1)-—0, XX 3,20, b» 0, p20, max(a,b) < 2" 

应 用 定理 3.1， 令 


1 E 
a = max(a, b) < z q(t) -1, g(z)—uax^, h(z)-z'5, 


则 
g(tz) > t^g(z), h(t !) > t“k(2), f [s(1 — s)]| ?*ds < +00. 
0 


成 立 。 因 此 定理 3.1 的 所 以 条 件 都 满足 。 我 们 知道 方程 有 唯一 的 正解 区 的 。 另 外 ，0 < 和 1 < 
MASE Ti, STi ZX, 701, RH 


i MES li i| = 十 oo. 
Jim lel 0, „lim dli] 
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The Existence and Uniqueness of Positive Solutions to the Singular 
Elastic Beam Equation Rigidly Fixed at Both Ends 


YANG Dong-hui 


(Heilongjiang Northeast Coal Mine Equipment Lease Company, Harbin 150001) 


Abstract: By using a fixed point theorem of mixed monotone operators in cone, this paper studied a 
fourth-order nonlinear singular boundary value problem, namely a class of elastic beam equation. In 
mechanics, the equation describes the deflection of an elastic beam rigidly fixed at both ends. The 
existence and uniqueness of positive solutions are established for the elastic beam equation where the 
nonlinear term is mixed monotone. An example is presented to demonstrate the application of our 
main result. 

Keywords: boundary value problem; mixed monotone operators; fixed point theorem; elastic beam 
equation; uniqueness 


